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SUMMARY 
I A f i n i t e  e l e m e n t  c o m p u t a t i o n a l  m o d e l  f o r  t h e  n o n l i n e a r  a n a l y s i s  o f  r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  s o l i d ,  s t i f f e n e d  a n d  c e l l u l a r  p l a t e s  i s  b r i e f l y  o u t l i n e d .  
Typ ica l l y ,  M ind l i n  e lemen ts  a re  used  to  mode l  t he  p la tes  whereas  eccen t r i c  
T imoshenko  e lements  are  adopted  to   represent   the beams. The l a y e r i n g  
techn ique,  common i n  t h e  a n a l y s i s  o f  r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  f l e x u r a l  s y s t e m s , i s  
i n c o r p o r a t e d  i n  t h e  m o d e l .  
INTRODUCTION 
The p r e s e n t  s t u d i e s  w e r e  m o t i v a t e d  b y  t h e  n e e d  t o  d e v e l o p  f i n i t e  e l e m e n t  
c o m p u t a t i o n a l  m o d e l s  s u i t a b l e  f o r  t h e  e f f i c i e n t  and a c c u r a t e  n o n l i n e a r  
a n a l y s i s   o f   r e i n f o r c e d   c o n c r e t e   b r i d g e   d e c k s   a n d   f l e x u r a l   s y s t e m s .   I n  
p a r t i c u l a r  s o l i d  as w e l l  a s  s t i f f e n e d  and c e l l u l a r  p l a t e s  a r e  o f  i n t e r e s t  and 
t h e  f u l l  l o a d - d i s p l a c e m e n t  h i s t o r y  i s  r e q u i r e d .  
Prev ious  s tud ies  have genera l l y  been based on K i r c h h o f f  p l a t e  and Eu ler -  
B e r n o u i l l i  beam r e p r e s e n t a t i o n  a n d  one n o v e l  f e a t u r e  o f  t h e  p r e s e n t  s t u d i e s  
i s  t h e  use o f  M ind l in   p la te   and  T imoshenko beam t h e o r i e s .   A p a r t   f r o m   t h e   f a c t  
t h a t  t r a n s v e r s e  s h e a r  d e f o r m a t i o n  e f f e c t s  a r e  t h e n  a u t o m a t i c a l l y  t a k e n  i n t o  
account ,   the   use   o f   M ind l in /T imoshenko  mode ls   a l lows  the   adopt ion   o f  C ( O )  
r a t h e r  t h a n  C ( I 1  f i n i t e  e l e m e n t s  i n  t h e  d i s c r e t i s a t i o n  p r o c e s s .  
I n  t h e  n o n l i n e a r  a n a l y s i s  o f  r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  p l a t e s  it i s  i m p o r t a n t  
t o  a l l o w  for t h e  g r a d u a l  s p r e a d  o f  c r a c k i n g  and y i e l d i n g  o f  t h e  c o n c r e t e  o v e r  
t h e  p l a t e  t h i c k n e s s  a s  w e l l  a s  t h e  y i e l d i n g  o f  t h e  s t e e l  i n  t h e  r e i n f o r c e m e n t .  
To c a t e r  f o r  t h e s e  e f f e c t s  t h e  w e l l - k n o w n  l a y e r e d  a p p r o a c h  i s  a d o p t e d .  T e n s i o n  
s t i f f e n i n g ,  w h i c h  wil b e  d e s c r i b e d  l a t e r ,  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  c o n c r e t e  m o d e l  
and va r ious   un load ing   cu rves   a re   cons ide red .  As w e l l  as p r o v i d i n g  a b e t t e r  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  b e h a v i o u r  d u r i n g  c r a c k i n g ,  t e n s i o n  
s t i f f e n i n g  a p p e a r s  t o  have a b e n e f i c i a l  e f f e c t  on t h e  n u m e r i c a l  s t a b i l i t y  o f  
t h e  n o n l i n e a r  s o l u t i o n  scheme. 
The au tho rs  have  success fu l l y  exper imen ted  w i th  a v a r i e t y  o f  n o n l i n e a r  
s o l u t i o n  schemes. I n   t h e   p r e s e n t   c o n t e x t ,   e x p e r i e n c e   p o i n t s   t o   t h e   u s e   o f  
e i t h e r  t h e  Q u a s i - N e w t o n  m e t h o d  w i t h  l a r g e  l o a d  i n c r e m e n t s  a n d  a f i n e  con- 
ve rgence  to le rance  o r  t h e  i n i t i a l  s t i f f n e s s  method w i t h  s m a l l  l o a d  i n c r e m e n t s  
and a coarser   convergence  to le rance.  The resu l t s   quo ted   he re   have   been  
o b t a i n e d  u s i n g  t h e  i n i t i a l  s t i f f n e s s  m e t h o d  w i t h  s m a l l  l o a d  i n c r e m e n t s  a f t e r  
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i n i t i a l  c r a c k i n g . h a s   o c c u r r e d   a n d  a coarse c o n v e r g e n c e   t o l e r a n c e  (1%) on t h e  
d i s p l a c e m e n t s   n o r m .  
Also q u o t e d  i n  t h i s  p a p e r  are  resul ts  f rom a numerical  e x p e r i m e n t  w i t h  a 
t e n t a t i v e  c e l l u l a r  p l a t e   m o d e l  based on a b e a m - p l a t e   r e p r e s e n t a t i o n .  A l a y e r e d  
b e a m   m o d e l s   t h e  webs w h e r e a s  a l a y e r e d  p l a t e  w i t h  zero r i g i d i t y  i n  t h e  v o i d  
reg ion  i s  u s e d  t o  model t h e   f l a n g e s .   T h e  t r ansve r se  s h e a r   r i g i d i t y  o f  t h e  
p l a t e  i n  t h e   p l a n e   p e r p e n d i c u l a r  t o  v o i d s  i s  s u i t a b l y   m o d i f i e d .   F o r   c y l i n d r i c a l  
v o i d s   t h e   b e a m s   h a v e  v a r i a b l e  w i d t h  o v e r  t h e  c ros s - sec t ion .  
The  b a s i c  f o r m u l a t i o n  i s  now d e s c r i b e d  i n  a l i t t l e  more d e t a i l .  
B A S I C  FORMULATION 
M a i n   a s s u m p t i o n s   i n  T a b l e  I t h e   m a i n  f ea tu re s  o f  t h e  M i n d l i n  p l a t e  fo rmul -  
a t i o n  a r e  i n d i c a t e d .  (NB: T h e   T i m o s h e n k o  beam f o r m u l a t i o n ,   w h i c h  i s  b a s e d  on 
similar c o n c e p t s ,  i s  o m i t t e d . ]   I n   t h e   u s u a l   M i n d l i n   p l a t e   r e p r e s e n t a t i o n  
i n t e g r a t i o n  t h r o u g h  t h e  p l a t e  t h i c k n e s s  i s  p e r f o r m e d  e x p l i c i t l y  p r i o r  t o  d i s -  
c r e t i s a t i o n  a n d  t h e r e f o r e  t h e  p r e s e n t  m o d e l  i s  r e a l l y  a d e g e n e r a t e d  3D m o d e l  
w i t h   r e s t r i c t e d  ( f l a t 1  g e o m e t r y .   T h e   m a i n   a s s u m p t i o n  i s  t h a t  normals t o  t h e  
p l a t e  m i d s u r f a c e  remain s t r a i g h t  b u t  n o t  n e c e s s a r i l y  n o r m a l  a f t e r  d e f o r m a t i o n .  
T h u s   t h e   d i s p l a c e m e n t s   u ,  v a n d  w a t  a n y  p o i n t  i n  t h e  p l a t e  w i t h  c o o r d i n a t e s  
( x , y , z l  can b e   e x p r e s s e d  a s  
w h e r e  u  v a n d  w a r e  t h e   d i s p l a c e m e n t s  a t  t h e   p l a t e   m i d s u r f a c e   ( x y   p l a n e 1  
i n   t h e   x , y   a n d  z d i r e c t i o n s   r e s p e c t i v e l y   a n d  8 a n d  8 a r e  t h e   r o t a t i o n s  o f  
t h e  normal i n  t h e  x z  a n d  y z  p l a n e s  r e s p e c t i v e l y .  
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T h e   s t r a i n - d i s p l a c e m e n t   r e l a t i o n s h i p s  may t h e r e f o r e   b e   e x p r e s s e d  a s  
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E l a s t o - p l a s t i c   b e h a v i o u r  of concrete Concrete  i s  i d e a l i s e d  as  a n  e l a s t i c -  
p e r f e c t l y   p l a s t i c  material  i n  u n i a x i a l  c o m p r e s s i o n .   T h e   b e h a v i o u r  o f  concrete 
i n  b i a x i a l  stress s t a t e s  i s  d e s c r i b e d  b y  an i dea l i s ed  v e r s i o n  of  t h e  f a i l u r e  
e n v e l o p e   o b t a i n e d   b y   K u p f e r  e t  a l .  (Ref.11. A Von Mises f a i l u r e  surface 
i s  u s e d  i n  t h e  b i a x i a l  c o m p r e s s i o n   z o n e .  See a l s o  reference 2 .  Concrete 
w h i c h   h a s   y i e l . d e d  can s u s t a i n  c o m p r e s s i v e  s t r a ins  smaller t h a n  a l i m i t i n g  
s t r a i n  However, when t h e  concrete r e a c h e s   t h i s   s t r a i n  i t  i s  a s s u m e d  
t o  c r u s h .   T h e   c r u s h i n g  surface a d o p t e d   h e r e  i s  g i v e n  as  
C ( E )  = € 2  - E  E + E 2  + " y  3 - E  = o  
X X Y  y 4 x y  c u  
w h e r e  E a n d  E are  t h e   s t r a i n s   i n  x a n d  y d i r e c t i o n s  and y i s  t h e   s h e a r  
s t r a i n .  Y XY X 
(31 
I n  t e n s i o n ,  t h e  concrete i s  a s s u m e d  to b e h a v e  e l a s t i c a l l y  u n t i l  t h e  
t ens i le  s t r e n g t h  I f ; )  i s  r e a c h e d .   T h e   c o n c r e t e   t h e n   c r a c k s  i n  a d i r e c t i o n  
o r t h o g o n a l  t o  t h e  stress d i r e c t i o n   a n d  loses s t r e n g t h .  An u n l o a d i n g   c u r v e  i s  
a s s u m e d   t o   a c c o u n t  f o r  t e n s i o n   s t i f f e n i n g  i n  t h e   c r a c k e d   c o n c r e t e .   T h e  stress 
l e v e l  i n  t h e  c r a c k e d  concrete  i s  i n t e r p o l a t e d  u s i n g  t h e  t e n s i o n  s t i f f e n i n g  
c u r v e   d e p e n d i n g   o n   t h e   d e g r e e  o f  s t r a i n i n g  i n  t h e  concre te .  C o n c r e t e   c r a c k e d  
i n  o n e  d i r e c t i o n  i s  a s s u m e d  t o  h a v e  u n i a x i a l  p r o p e r t i e s  i n  t h a t  d i r e c t i o n  o n l y  
C o n c r e t e   c r a c k e d   i n  two d i r e c t i o n s  i s  a s s u m e d  t o  l o s e  a l l  of i t s  s t r e n g t h .  
T h e  c o n s t i t u t i v e  r e l a t i o n s  o f  t h e  concrete a re  c o n t i n u o u s l y   u p d a t e d  
a c c o r d i n g  t o  t h e  stress s t a t e  i n  t h e  concrete .  However ,  i t  m u s t  be n o t e d   t h a t  
t h e   s h e a r   r i g i d i t i e s   a l w a y s   r e t a i n   t h e i r  e l a s t i c  v a l u e s .   T h e   c o n s t i t u t i v e  
r e l a t i o n s  c a n  a l s o  be w r i t t e n  i n  p a r t i t i o n e d  f o r m  b y  s e p a r a t i n g  o u t  t h e  
m e m b r a n e - f l e x u r e  a n d  s h e a r  s t r a i n  e n e r g y  terms. 
Y i e l d i n g  o f  s t ee l  The s t ee l  r e i n f o r c e m e n t  i s  s m e a r e d   i n t o  s t ee l  l a y e r s   w h i c h  
a r e  a s s u m e d  t o  b e   i n  a s t a t e  o f  u n i a x i a l   t e n s i o n  o r  c o m p r e s s i o n .  When t h e  
l o n g i t u d i n a l  stress e x c e e d s   t h e   p r o p o r t i o n a l i t y  limit, t h e  s t e e l  s tar ts  t o  
y i e l d .  S t r a i n  h a r d e n i n g  o f  t h e  s t e e l  c a n   b e   i n c l u d e d  i f  t h e   s t r a i n   h a r d e n i n g  
p a r a m e t e r ,  H '  i s  k n o w n .   T h e   c o n s t i t u t i v e   r e l a t i o n  f o r  y i e l d e d  s t e e l  i s  
g i v e n  a s  
r 1 
i n   w h i c h  u a n d  E a r e  t h e  stress a n d   s t r a i n   i n  s t e e l ,  E i s  t h e   Y o u n g ' s  
M o d u l u s   a n d  u i s  t h e   y i e l d  stress. 
Slab-beam i d e a l i s a t i o n   T h e  f i r s t  s t e p   i n   t h e   a n a l y s i s  o f  a s l a b - b e a m   s y s t e m  
s u c h  a s  t h e   o n e   s h o w n  i n  f i g u r e  1 i s  t o  d i s c r e t i z e  t h e  s t r u c t u r e  i n t o  a 
s u i t a b l e  number  o f  p l a t e   a n d  beam e l e m e n t s .   I n  o r d e r  t o  s i m p l i f y   t h e   a n a l y s i s ,  
t h e  s t i f f e n e r s  m u s t  be a t t a c h e d  a l o n g  t h e  m e s h  l i n e s  o f  t h e  p l a t e  e l e m e n t s .  
S S 
Y 
T h e   s e l e c t i ' v e l y   i n t e g r a t e d ,   i s o p a r a m e t r i c   9 - n o d e  Heterosis e l e m e n t  
CRef.31 i s  u s e d  t o  model t h e   p l a t e .  A h i e r a r c h i c a 1 , f o r m u l a t i o n  i s  a d o p t e d  
t o  r e p r e s e n t  a l l  degrees o f  f r e e d o m .   T h u s   t h e   s h a p e   f u n c t i o n s  N i n   T a b l e  I 
"i 
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are  c o n s t r u c t e d  as  f o l l o w s :  
(e  l 
N1 . .. t o  N8 le '  are  t h e  8 - n o d e  S e r e n d i p i t y  s h a p e  f u n c t i o n s  a n d  N [ e l  9 
i s  t h e   b u b b l e   s h a p e   f u n c t i o n  (1-E21 (1-n21 assoc ia ted  w i t h  the g t h   i n t e r n a l  
a 
"8 
are  t h e  vec tors  o f  d i s p l a c e m e n t s  a t  n o d e s  1 t o  8 o n   t h e   b o u n d a r y  o f  t h e  
e l e m e n t  and a is t h e  v e c t o r  o f  t h e  degrees o f  freedom a t  t h e  h i e r a r c h i c a l  
c e n t r a l   n o d e  9 .  T o   o b t a i n   t h e   d i s p l a c e m e n t  v e c t o r  a t  n o d e  9 t h e   f o l l o w i n g  
e x p r e s s i o n  i s  u s e d  
"9 
T h e   6 - n o d e   S e r e n d i p i t y   r e p r e s e n t a t i o n   c a n   b e   o b t a i n e d  i f  a l l  d e g r e e s  o f  
f r e e d o m  a t  n o d e  9 a r e  c o n s t r a i n e d  t o  zero .  If t h e y  are a l l  l e f t  f ree ,  a 
9 - n o d e   L a g r a n g i a n   r e p r e s e n t a t i o n  i s  o b t a i n e d .  For  t h e  Heterosis t y p e   r e p -  
r e s e n t a t i o n ,   o n l y   t h e   h i e r a r c h i c a l  l a t e r a l  d e f l e c t i o n  a t  n o d e  9 i s  r e s t r a i n e d  
t o  z e r o  a n d  (51  i s  u s e d  t o  i n t e r p r e t   d i s p l a c e m e n t s  a t  n o d e  9 .  
T h e   3 - n o d e   i s o p a r a m e t r i c   T i m o s h e n k o  beam e l e m e n t  i s  a d o p t e d  f o r  t h e  beams. 
T h e   r e a d e r   s h o u l d   c o n s u l t   r e f e r e n c e  141 f o r  f u r t h e r  d e t a i l s  r e g a r d i n g  t h i s  
e l e m e n t .  Beam e l e m e n t s   c a n   b e   l o c a t e d   a l o n g   t h e   m e s h   l i n e s  o f  t h e   p l a t e  
e l e m e n t s .   T h e   p r o p e r t i e s  o f  e a c h   e l e m e n t  are c a l c u l a t e d  f irst  i n   t h e   l o c a l  
d i r e c t i o n  a n d  t h e n  t r a n s f o r m e d  t o  t h e  g l o b a l  c o o r d i n a t e  system. 
S i n c e  t h e  s t i f f e n e r  e l e m e n t  i s  a s s u m e d  t o  be m o n o l i t h i c a l l y  c o n n e c t e d  t o  
t h e  p l a t e ,  c o m p a t i b i l i t y  of d e f o r m a t i o n   a l o n g   t h e   j u n c t i o n   l i n e   b e t w e e n   t h e  
b e a m  a n d  t h e  p l a t e  i s  e n f o r c e d  s i n c e  a r e l a t e d  s y s t e m  o f  d i s p l a c e m e n t  f u n c t i o n s  
i s  u s e d  f o r  t h e  p l a t e   a n d  beam e l e m e n t s .  As t h e   d e t a i l s  o f  t h e   s t i f f n e s s  
m a t r i x  e v a l u a t i o n  a r e  s t a n d a r d  t h e y  a re  n o t  i n c l u d e d  h e r e .  
T h e   l a y e r e d   b e a m   a n d   p l a t e   e l e m e n t s  a r e  shown i n  f i g u r e  2 .  
N o n l i n e a r   s o l u t i o n  A v e r y  small  l o a d  i n c r e m e n t  i s  f i r s t  a p p l i e d  t o  t h e  
s t r u c t u r e ,   a n d   t h e   c r a c k i n g   l o a d  i s  t h e n   e s t i m a t e d .   T h e  s i z e  o f  t h e   s u c c e s s i v e  
l o a d   i n c r e m e n t s  i s  c h o s e n  t o  b e   e q u a l  t o  0 . 1  times t h e   c r a c k i n g   l o a d  as  
s u g g e s t e d   b y   J o h n a r r y  (Ref.51; t h i s   i m p r o v e s   t h e  r a t e  of  c o n v e r g e n c e   s i n c e  
n o n l i n e a r i t i e s  a re  i n d u c e d   g r a d u a l l y   i n   t h e   s t r u c t u r e .  F o r  e a c h   l i n e a r i s e d  
i n c r e m e n t ,   t h e   u n k n o w n   d i s p l a c e m e n t s  a r e  o b t a i n e d   u s i n g   t h e   i n i t i a l   u n c r a c k e d  
s t i f f n e s s   m a t r i x .  S t r a i n s  c a l c u l a t e d  a t  t h e   c e n t r e  o f  e a c h   l a y e r  a r e  t a k e n  
as  r e p r e s e n t a t i v e  f o r  t h e   w h o l e   l a y e r .  Stresses are  t h e n  c a l c u l a t e d  u s i n g  
t h e  material  p r o p e r t i e s  f rom t h e   p r e v i o u s  material  s t a t e .  After c h e c k i n g   t h e  
s t a t e  o f  stress f o r  p o s s i b l e  y i e l d i n g ,  c r a c k i n g  o r  c r u s h i n g ,  t h e  i n t e r n a l  n o d a l  
r e s i s t i n g  forces  c a n   t h e n  be ca l cu la t ed  and c o m p a r e d  w i t h  t h e  e x t e r n a l  fo rces .  
T h e   l a c k  o f  e q u i l i b r i u m  b e t w e e n  i n t e r n a l  a n d  e x t e r n a l  forces  i s  cor rec ted  by  
a p p l y i n g   t h e   o u t - o f - b a l a n c e  o r  r e s i d u a l  f o r c e s .  T h e   o u t - o f - b a l a n c e  forces  
a re  s u c c e s s i v e l y  a p p l i e d  t h r o u g h  a ser ies  of  i t e r a t i o n s  of  t h e  s o l u t i o n  a n d  new 
c o r r e c t i o n s  t o  t h e  u n k n o w n   d i s p l a c e m e n t s  a r e  o b t a i n e d  u n t i l  t h e  e q u i l i b r i u m  a n d  
t h e  c o n s t i t u t i v e  re la t ions  are sa t i s f i ed  w i t h i n  a c e r t a i n  a l lowable limit. 
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The f o l l o w i n g  c o n v e r g e n c e  c r i t e r i o n  i s  u s e d :  
16, a g ~ ' / ( a ~  a ]  4 < 0.01 - I 6 1  T 
where 6a - and a a r e  t h e  v e c t o r s  o f  i t e r a t i v e  a n d  t o t a l  d i s p l a c e m e n t s  r e s p e c t i v e l y .  - 
The a n a l y s i s  i s  t e r m i n a t e d  when convergence i s  n o t  a c h i e v e d  w i t h i n  a 
s p e c i f i e d  number o f   i t e r a t i o n s .   T h i s   u s u a l l y   o c c u r s  when  a s t r u c t u r e   i s   a b o u t  
t o  f a i l .  An e s t i m a t e   o f   t h e   f a i l u r e   l o a d  can then  be   ob ta ined.  
SOLID AND STIFFENED  PLATES 
Corne r   suppor ted   s lab  A c o r n e r   s u p p o r t e d   d o u b l y   r e i n f o r c e d   c o n c r e t e   s l a b  
(Ref.61 i s  a n a l y s e d   u s i n g  a 3x3 mesh i n  a symmetr ic  quadrant.  I n i t i a l l y  it 
i s  assumed t h a t  t h e r e  i s  n o   t e n s i o n   s t i f f e n i n g .   C r a c k   p a t t e r n s   o n   t h e   l o w e r  
s u r f a c e  o f  t h e  s l a b  f o r  t w o  l o a d  l e v e l s  ( 1 2  k N  and 62 kN1 a re  shown i n  
f i g u r e  3. F i g u r e  4 shows t h e   l o a d   d i s p l a c e m e n t   c u r v e .   A f t e r   t h e   s t e e l   y i e l d s  
the norm o f  t h e  o u t - o f - b a l a n c e  membrane f o r c e s  i s  r a t h e r  l a r g e  e v e n  t h o u g h  t h e  
d isp lacement   convergence  to le rance i s   s a t i s f i e d .  When t h e   d i s p l a c e m e n t   o l -  
erance i s  decreased  f rom l% t o  0 . 1 %  a f t e r  t h e  s t e e l  y i e l d s , a n  i m p r o v e d  r e s u l t  
i s  o b t a i n e d  as shown i n  f i g u r e  4. 
When t e n s i o n  s t i f f e n i n g  i s  used,   improved  d isp lacement   va lues  are 
o b t a i n e d .   H o w e v e r ,   t h i s   r e s u l t s   i n   h i g h e r   f a i l u r e   l o a d s .  When t h e   u n l o a d i n g  
p a r t  o f  t h e  t e n s i o n  s t i f f e n i n g  c u r v e  i s  e x t e n d e d ,  b e t t e r  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d  
f o r   t h e   d i s p l a c e m e n t s   b u t   t h e   f a i l u r e   l o a d s   a r e  stil h i g h .  When a f i n e r  
t o l e r a n c e  i s  u s e d  a f t e r  s t e e l  y i e l d i n g , e x c e l l e n t  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d  a s  shown 
i n  f i g u r e  5.  
S t i f f e n e d   s l a b  The l o a d - c e n t r a l   d e f l e c t i o n   c u r v e   p r e d i c t e d   b y   t h e   p r e s e n t  
model f o r  a r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  T-beam t e s t e d  b y  Cope and Rao (Re f .7 )  a re  
g i v e n  i n  f i g u r e  6, w h i c h  a l s o  i n c l u d e s  some g e o m e t r i c  d e t a i l s  o f  t h e  beam. 
The l o a d - d e f l e c t i o n  g r a p h s  o b t a i n e d  b y  Cope and Rao, b o t h  e x p e r i m e n t a l l y  a n d  
u s i n g  a f i n i t e  e l e m e n t  s h e l l  f o r m u l a t i o n ,  a r e  a l s o  r e p r o d u c e d  i n  f i g u r e  6.  
The good  agreement   be tween  the   load-def lec t ion   g raphs   p red ic ted   by   the   p resent  
ana lys i s  and  bo th  Rao 's  exper imen ta l  and  numer i ca l  ana lyses  shc - . s  tha t  t he  
p r o p o s e d  a p p r o a c h  p r o v i d e s  a n  i n e x p e n s i v e  y e t  f a i r l y  a c c u r a t e  a n a l y s i s  f o r  
r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  s l a b s  w i t h  RC beam s t i f f e n e r s .  
REINFORCED  CONCRETE  VOIDED  PLATES 
V o i d e d  r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  a n d  p r e s t r e s s e d .  c o n c r e t e  p l a t e s  a r e  w i d e l y  u s e d  
f o r  t h e i r  economic   advan tages .   A l though   the   behav iou r   o f   such   s t ruc tu res   has  
been  s tud ied  i n  t h e   e l a s t i c   r a n g e   [ R e f . 8  , Ref.91,  very l i t t l e  e x p e r i m e n t a l  
and a n a l y t i c a l  w o r k  a p p e a r s  t o  h a v e  b e e n  c a r r i e d  o u t  o n  t h e  b e h a v i o u r  of these 
s t r u c t u r e s   i n   t h e   o v e r l o a d i n g   a n d   u l t i m a t e   s t a g e s .   I n   t h e   e l a s t i c   a n a l y s i s ,  
e q u i v a l e n t  v a l u e s  o f  t h e  f l e x u r a l ,  t o r s i o n a l  a n d  s h e a r  r i g i d i t i e s  of a vo ided  
p l a t e   c a n   b e   c a l c u l a t e d   i n   d i f f e r e n t  ways  (Ref.9 , Ref. lO1  and  used i n  a 
f i n i t e  d i f f e r e n c e  or  a f i n i t e  e l e m e n t  a n a l y s i s  o f  a n  e q u i v a l e n t  o r t h o t r o p i c  
s o l i d   p l a t e .  The n o n l i n e a r   a n a l y s i s   i s ,   h o w e v e r ,   r a t h e r  more  complex. The 
s p r e a d  o f  p l a s t i c i t y  and n o n l i n e a r i t i e s  due t o  c r a c k i n g  a n d  c r u s h i n g  o f  c o n c r e t e  
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t h r o u g h  t h e  d e p t h  o f  t h e  p l a t e  m u s t  b e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  A n o n l i n e a r  f i n i t e  
element a n a l y s i s  u s i n g  a 30 o r  s h e l l  f o r m u l a t i o n  t o  r e p r e s e n t  d i f f e r e n t  
s t ruc tu ra l  elements o f   t h e   v o i d e d   p l a t e  seems i d e a l .   U n f o r t u n a t e l y   s u c h  a 
f o r m u l a t i o n ,   t h o u g h   f e a s i b l e ,  i s  v e r y   e x p e n s i v e .  I n  t h e   p r e s e n t   a p p r o a c h ,  a 
less e x p e n s i v e  a p p r o a c h  t o  t h e  n o n l i n e a r  a n a l y s i s  o f  RC v o i d e d  p l a t e s  i s  
t e n t a t i v e l y   s u g g e s t e d .   T h e   a n a l y s i s  i s  b a s e d   o n   t h e   f o r m u l a t i o n   o f  RC 
s t i f f e n e d  p l a t e s  d e s c r i b e d  e a r l i e r ,  w h e r e  t h e  v o i d e d  p l a t e  i s  a s s u m e d   t o   c o n -  
s is t  o f  v o i d e d  p l a t e  elements r e p r e s e n t i n g  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  f l a n g e s  a n d  
beam s t i f f e n e r s  r e p r e s e n t i n g  t h e  w e b s .  
The b a s i c   a s s u m p t i o n  i s  b a s i c a l l y  t h a t  o f   M i n d l i n :  a t r a n s v e r s e   p l a n e  
n o r m a l   t o  t h e  m i d d l e   p l a n e   o f  t h e  p l a t e   r e m a i n s   p l a n e   b u t   n o t   n e c e s s a r i l y  
n o r m a l   a f t e r   d e f o r m a t i o n ,  t h u s  i m p l y i n g  t h a t  t h e  d e f o r m a t i o n s  o f  b o t h  f l a n g e s  
are  r e l a t e d .  T h i s  a s s u m p t i o n  may b e   j u s t i f i e d   f o r   v o i d e d   s l a b s  w i t h  l a r g e  
n u m b e r s   o f   v o i d s ,   w h i c h   h a v e   a n   o v e r a l l   b e n d i n g   b e h a v i o u r   p r e d o m i n a n t l y   i n   t h e  
l o n g i t u d i n a l   d i r e c t i o n .   I n   s i t u a t i o n s   w h e r e  t h e  u p p e r   f l a n g e  i s  d i r e c t l y  
l o a d e d   b y  a c o n c e n t r a t e d  l o a d ,  b e t t e r  results c a n   b e   a c h i e v e d  i f  a n   o v e r -  
l a p p e d  mesh is u s e d  f o r  a s m a l l   p a r t   a r o u n d  t h e  l o a d e d  a r e a  t o  r e p r e s e n t  t h e  
u p p e r  f l a n g e  s o l e l y  w h i l e  t h e  o r i g i n a l  m e s h  i n  t h i s  p a r t  r e p r e s e n t s  t h e  l o w e r  
f l a n g e .  
D o c u m e n t e d  e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e  f o r  s u c h  s t ructures  i s  p r o v i d e d   b y  
E l l i o t t ,  C l a r k  a n d  Syrnmons I R e f . 1 1 1 .  I n  t h i s   w o r k  t h e  resul ts  o f  a q u a r t e r  
s c a l e   m o d e l   r e i n f o r c e d   c o n c r e t e   v o i d e d   b r i d g e   h a v e   b e e n   r e p o r t e d .   T h e   g e o -  
m e t r i c a l   d e t a i l s   o f   t h e   s l a b   a r e   s u m m a r i s e d  i n  f i g u r e  7 .  A n u m b e r   o f  tes ts  
were made t o  s t u d y  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  s l a b  i n  t h e  service as well a s  t h e  
o v e r - l o a d i n g   s t a g e s   a n d   f i n a l l y   a n   u l t i m a t e   l o a d  tes t  was c a r r i e d   o u t .  T h i s  
e x a m p l e  h a s  b e e n   s o l v e d   u s i n g   t h e   p r o p o s e d   a p p r o a c h   f o r   v o i d e d   s l a b s .   T h e  
d i s c r e t i z a t i o n  a n d  c r o s s  s e c t i o n  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a s y m m e t r i c  q u a r t e r  o f  t h e  
p l a t e  i s  g i v e n  i n  f i g u r e  8, w h i l e  t h e  l o a d - c e n t r a l   d e f l e c t i o n   g r a p h s   o b t a i n e d  
e x p e r i m e n t a l l y   a n d   a n a l y t i c a l l y  are  compared  i n  f i g u r e  9 .  It  i s  r e p o r t e d  t h a t  
t h e   c r a c k i n g   l o a d   w a s   n e a r l y   e q u a l   t o   t h e   w o r k i n g   l o a d  w h i c h  i s  i n  a g r e e m e n t  
w i t h  t h a t   p r e d i c t e d  by t h e  p r o p o s e d   m o d e l .   T h e   a g r e e m e n t   b e t w e e n  t h e  e x p e r -  
i m e n t a l   a n d   a n a l y t i c a l   g r a p h s   s h o w n  i n  f i g u r e  9 i s  v e r y   e n c o u r a g i n g .  T h e  
e x p e r i m e n t a l  resul ts  s h o w   t h a t  t h e  s l a b  f a i l e d  b y  t h e  f o r m a t i o n  o f  a mechan i sm 
w h i c h  i n v o l v e d   l o n g i t u d i n a l   s h e a r / f l e x u r a l   y i e l d   l i n e s   a n d   t r a n s v e r s e   h o g g i n g  
f l e x u r a l   y i e l d  l i n e s .  T h e  a n a l y t i c a l   s t u d y ,   h o w e v e r ,   s l i g h t l y   o v e r e s t i m a t e s  
t h e  f a i l u r e  l o a d  s ince  s h e a r   f a i l u r e s   c a n n o t   b e   p r e d i c t e d   b y  t h e  p r e s e n t   m o d e l .  
CONCLUSIONS 
T h e  p r o p o s e d   c o m p u t a t i o n a l   m o d e l   f o r  t h e  n o n l i n e a r  a n a l y s i s  o f  s o l i d  a n d  
s t i f f e n e d   r e i n f o r c e d   p l a t e s   p r o v i d e s   a n   i n e x p e n s i v e   a n d   r e a s o n a b l y   a c c u r a t e  
a p p r o a c h   w h i c h   c a n   b e   e x t e n d e d   f o r  use w i t h  v o i d e d  p l a t e s .  
78 
1. 
2. 
3 .  
4. 
5 .  
6. 
7. 
8 .  
9. 
I O .  
11. 
REFERENCES 
Kupfer ,  H.; H i l s d o r f ,  H. K, and  Rusch,  H.: Behav iou r   o f   Conc re te   Under  
B i a x i a l   S t r e s s e s .  J. Am. Conc. I n s t . ,  Vo1.66, No. 8, 1969,ppm656-666. 
Abdel  Rahman, H. H.; H in ton ,  E.; and Huq. M.  : N o n l i n e a r   F i n i t e  
E lemen t  Ana lys i s  o f  Re in fo rced  Conc re te  S lab  and  S lab -beam S t ruc tu res .  
P r o c e e d i n g s  o f  I n t .  Conf.  on  Numerical  Methods f o r  N o n l i n e a r  P r o b l e m s ,  
U n i v e r s i t y   C o l l e g e ,  Swansea, P ine r idge   P ress ,  1980,  pp.  493-512. 
Hughes, T.J.R.; and Cohen, M.:  The H e t e r o s i s   F i n i t e   E l e m e n t   f o r   P l a t e  
Bending,   Computers  and  St ructures,   vo l .   9 ,  1978,  pp.  445-450. 
H in ton ,  E.; and Owen, D.R.J.: F i n i t e  Element  Programming,  Academic 
Press,  1977. 
Johnarry ,  T.: E l a s t o - p l a s t i c   A n a l y s i s   o f   C o n c r e t e   S t r u c t u r e s .  Ph.0. 
T h e s i s ,   U n i v e r s i t y   o f   S t r a t h c l y d e ,   1 9 7 9 .  
Mue l l e r .  G. :  Numerical   Problems i n  N o n l i n e a r   A n a l y s i s   o f   R e i n f o r c e d  
Concrete.  UC-SESM Repor t  No. 77-5, U n i v e r s i t y   o f   C a l i f o r n i a ,   S e p t .  
1977. 
Cope, R .  J . ;  and Rao,  P.V.: N o n l i n e a r   F i n i t e   E l e m e n t   A n a l y s i s   o f  
Conc re te   S lab   S t ruc tu res ,   P roc .   I ns t .   C i v .   Engrs . ,   Pa r t  2 ,  vo1.63, 
1977,  pp.  159-179. 
H in ton .  E.; Razzaque, A.; Z ienk iew icz ,  0. C.; and  Davies, J .  0. :  
A S i m p l e  F i n i t e  E l e m e n t  S o l u t i o n  f o r  P l a t e s  o f  Homogeneous, Sandwich 
and C e l l u l a r   C o n s t r u c t i o n .   D e p a r t m e n t  of C i v i l   E n g i n e e r i n g ,   U n i v e r s i t y  
of Wales,  Swansea,  C/R/217/74,  1974. 
Basu, A.  K . ;  and Dawson, J .  M.: O r t h o t r o p i c   S a n d w i c h   P l a t e s ,   P r o c .   I n s t .  
Civ.  Engrs..  1970,  Supplementary  Paper 7275S, pp.  87-115. 
Highway  Engineering  Computer  Branch,  Department o f   T ranspor t ,   User   Gu ide ,  
Slab  and  Pseudo-slab  Br idge  Decks, HECB/B1/7. 
E l l i o t t ,  G.; C l a r k ,  L. A.; and Symmons, R. M.: T e s t   o f  a Q u a r t e r - s c a l e  
Re in fo rced  Concre te   Vo ided  S lab   Br idge.  Cement and  Concrete 
Assoc ia t i on ,  Dec. 1979,   Technica l   Repor t   527  [Publ icat ion  42.5271.  
19 
TABLE I.- MINDLIN PLATE  FORMULATION 
where 
d i ep lacsmen t s  ; = [u. V. w I T  J i r t u a l   d i s p l a c e r e n t  6; = [Su. 6 v .  dw] '  
L 
02" 1 j i n  which F is t h e  y i e l d  f u n c t i o n  F = F ( 3 ,  H I  , n . L E  dH 
A i s  t h e  p r o p o r t m n a l i t y  c o n s t r a i n t  
A 2H 
(I i s  a m o d i f i c a t i o n   f a c t o r  (usually o = 1.21 H i s  t h e   a r d e n i n g   p a r a m e t e r  
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Figure  1.- Typical slab-beam system and 
i t s  s t r u c t u r a l  i d e a l i s a t i o n .  
[..*I- PI.". 0Ir.I.l.nC. 
(a)  Layered f i n i t e  plate element.   (b)Layered beam element.  
F igure  2.- Layered plate and beam elements.  
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Figure 3 . -  Crack patterns on the lower side of Mueller’s slab. 
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Figure 6.- Load-central deflection curves for T-beam. 
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Figure 7.- Details of voided bridge deck model. 
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(a) D i s c r e t i s a t i o n  o f  v o i d e d  plate. 
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F igure  8.- F i n i t e  e l e m e n t  d i s c r e t i s a t i o n  of vo ided  p l a t e .  
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Figure  9.- L o a d - c e n t r a l  d e f l e c t i o n  c u r v e s  f o r  v o i d e d  plate  model. 
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